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１．はじめに
　円周率とは、直径１の円の周の長さ、あるいは、任
意の円で、周の長さを直径の長さで割った数である。
　円周率の歴史は、たいへん古く古代エジプト（B.C. 
4000～ B.C. 3000） で は、3.16、 バ ビ ロ ニ ア（B.C. 
2000）では、3.125が使われていた。円周率を（ある
意味正しく）求めたのは、アルキメデス（B.C. ３世
紀）に始まる。
　円については、小学校第３学年で、円の中心、半
径、直径などについて学習し、円周率については、第
５学年において、その意味について学習する。その際
には、円に内接する正六角形と円に外接する正方形
による評価を行い、円周の長さが直径の３倍より大き
く、４倍より小さいことを見いだしていく。また、実
際に幾つかの円について、直径の長さと円周の長さを
測定するなどして帰納的に考えることで円周率の近似
値を求め、円周率を3.14として扱っていく。
　中学校数学では、小学校での学習を振り返りなが
ら、円周率をπを用いて表していく。円周率は、扇形
の弧の長さと面積、円柱や円錐の体積など、様々な場
面で用いられる。また、高等学校の数学においても、
様々な場面で円周率πが扱われている。
　このように、様々な場面で用いられる円周率である
が、その求め方については、小学校段階で、内接正六
角形と外接正方形による評価のみとなっており、その
ことが円周率についての理解の不十分さにつながって
いるのではないかと考えられる。
　円周率の求め方については、微分積分法を用いたも
のや級数展開を用いたものなど様々なものがあるが、
アルキメデスの用いた方法は、比較的理解が容易であ
ることと、用いる公式が、中学校数学の学習内容で十
分に証明できることから、中学校段階での導入が可能
であり、実践を通して、円周率についての理解を深め
ることができると考え、本実践を行った。
　本実践は、主に「アルキメデスの方法についての証
明」と「アルキメデスの方法を用いた円周率の計算」
の２時間で実施した。対象とした生徒は、群馬大学附
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属中学校３年生159名である。１時間目の授業を一斉
の講義形式で伊藤が担当した。後日、２時間目の授業
を木村が通常の４クラスで担当した。
２．授業の概要
　ここでは、授業で扱った教材とその扱いに関する手
立てについて述べる。
　２時間構成で行った授業について、それぞれの時間
についての、事前の考察や実際の生徒の反応を記述す
る。
１時間目　「アルキメデスの方法についての証明」
　授業の導入部分では、円周率の歴史や円周率の覚え
方を扱った。普段何気なく扱っている円周率に様々な
歴史があることに触れ、生徒たちの学習に対する意欲
も高まったようであった。
　また、今から２千年以上前に、アルキメデスが円に
内接及び外接する正96角形の周の長さを基に、円周率を
まで、近似したということに、多くの生徒が驚きを感
じている様子であった。
　その後、アルキメデスの方法のように、内接及び外
接する正多角形から円周率を求めるためにはどうした
らよいかを考えた。
　アルキメデスの方法で円周率を近似するためには、
以下の命題を証明する必要がある。アルキメデスの定
理の証明にあたっては、証明に用いる定理等は、中学
校の既習事項であるが、手順が複雑であるため、段階
を追って丁寧に指導を行った。
命題　アルキメデスの定理
円の内接する正ｎ角形の周の長さをｐｎ、外接する正ｎ
角形の周の長さをｑｎとするとき
が成り立つ
　まず、図２のように円に内外接する正多角形の周の長
さを考えることで円周率を近似できることを確認した。
　次にアルキメデスの定理を示し、その証明を行うた
めに、図３のように円に内外接する正ｎ角形と正２ｎ
角形の１辺の長さをａ、ｂを用いて表し、以下の式
図１　円周率の歴史についてのスライド
写真１　円周率の歴史についての説明
図２　内外接する多角形と円
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を証明できればよいことを確認した。
　その際、生徒には図４のようなワークシートを配布
し、それぞれの辺の位置関係を確認した。
　この式とワークシートを提示しただけでは、ほとん
どの生徒が、その内容を把握することはできなかった
が、この式をそれぞれ、ｂ’、ａ’について解くことに
よって
という式が得られる。
　この式とアルキメデスの定理を比較することによっ
て多くの生徒が直観的に、証明の方向性を理解するこ
とができた。
　実際の証明では、相似な図形の学習で取り扱われて
いる三角形と比の性質を用いて証明を行った。
　一見複雑そうに見える式と図ではあるが、丁寧に、
それぞれの辺の比と、同じ大きさの角度を確認してい
く中で、図５のように、教科書に載っている定理が現
れてきた。証明に必要な定理が見えたことにより、生
徒たちも更に解決の見通しをもつことができ、図７の
図４　生徒に配布したワークシート
図３　説明に用いたスライド
写真２　内外接する多角形と円 写真４　証明に取り組む様子
写真３　証明について教え合っている様子
図５　証明に必要な定理の教科書の記述
＝
34 伊藤　隆・木村謙太郎
ように真剣に証明に取り組む様子が見られた。
　証明を終えた後、アルキメデスの定理が相乗平均と
調和平均の関係になっていることにも触れた。中学校
の段階では、平均は算術平均（相加平均）しか扱わな
いが、以前に発展的な内容として扱ったこともあり、
数名の生徒が調和平均について興味をもち、授業後に
質問にくる場面も見られた。調和平均の意味を理解し
た生徒は、アルキメデスの定理を証明するために行っ
た式変形について、より深く理解をすることができて
いる様子であった。
　以上のように、１時間目については、アルキメデス
の定理の証明について、一斉の講義形式で授業を行っ
た。最初は、講義形式での証明の授業に少し戸惑う生
徒も見られた。しかし、全体としては、周囲と協力し
ながら真剣に証明に取り組み、ほとんどの生徒がその
証明方法について理解をすることができていた。
　授業後の感想では、授業内容について、「難しい」
または「非常に難しい」と答える生徒が62％（98人）
であった。証明の内容は理解できている生徒がほとん
どではあったが、アルキメデスの定理の意味や有用
性、アルキメデスの定理を証明するために行った式
変形については、理解が困難であると答えた生徒が多
かった。
　これまでの数学の学習では、数学の内容について、
ここまで抽象的に考えることはほとんどしてきていな
いので、中学生には若干理解が難しい内容であると感
じた。そこで、２時間目では、実際にアルキメデスの
定理を用いて、具体的な問題を解決していくことで、
理解を深められるようにしようと考えた。
２時間目　「アルキメデスの方法を用いた円周率の計
算」について
　２時間目は、各クラスで木村が以下のような課題で
実践を行った。
課題　直径が１の円に外接する正12角形の周の長さ
を求め、π＜3.22となることを示せ。ただし、　　　＝
1.732とする。
　この課題は、2003年の東京大学の入試問題を一部改
作したものである。この課題を中学生の知識でも解決
できることに生徒も驚きを感じ、意欲的に課題に取り
組むことができた。円に外接する正12角形の周の長さ
を求めることは、生徒にとって難易度の高い問題では
あったが、前時の証明を振り返る中で、アルキメデス
の定理を用いればよいということを理解することがで
きた。また、前時においてアルキメデスの定理の理解
が不十分であった生徒も、具体的な図形で考えること
で、理解を深めることができた。
3
写真５　授業後の生徒の質問に答える様子
図７　内外接する正六角形の周の長さを求める際の
生徒の記述
図６　内外接する正三角形の周の長さを求める際の
生徒の記述
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　課題の解決にあたっては、まず、外接正12角形の周
の長さを求めるためには、正三角形か正六角形を考え
る必要があることを確認した。特に数列の学習を行っ
ていない中学生にとっては、pｎ、p２ｎのような表し方
は、あまり馴染みがないため、具体的な例も含めて丁
寧な説明を行った。その後、どの図形から始めるのが
よいかを生徒と確認したところ、直近に学習した三
平方の定理のイメージもあり、内外接する正三角形
（p３、q３）から始めたいと答える生徒が多かった。
　内外接する正三角形については、三平方の定理を用
いてほとんどの生徒が容易に周の長さを計算すること
ができた。しかし、外接正六角形については、その計
算過程で、連分数が現れるために、計算に戸惑う生徒
も見られた。連分数は、未習であったが、分数の意味
を考えながら順に計算させることによって、多くの生
徒がその計算方法を理解することができた。
　このように、前時で証明したアルキメデスの定理を
用いることで、円に内外接する正多角形の周の長さ
が、機械的に求められることに、多くの生徒が感動を
覚えた様子であった。また、事後のアンケートから
も、「証明をしているときは、定理の意味が分からな
かったが、実際に計算を行うことでその意味が理解で
きた。」というような記述も見られ、抽象的な概念を
理解するにあたり、具体的な例を扱うことが有効であ
るという実感を得ることができた。
　このように、アルキメデスの定理を用いると内外接
する正多角形を無限に大きくすることができる。その
ことに気付いた生徒から「なぜ、アルキメデスは正96
角形を用いたのか。」という疑問がきかれた。そのよ
うな疑問に対しては、正96角形から得られる　　　　　
が分母が１桁、分子が２桁の分数の中で最も円周率に
近い数であることに触れた。また、その他にも様々な
円周率の求め方があることにも触れ、そのいくつかを
紹介した。生徒たちは、それらの考え方に難しさを感
じたようであったが、事後のアンケートから、円周率
について更に追及してみたいと考える生徒も47％（75
人）ほど見られた。
３．考察
　円周率についての理解を深めることを目的として
行った２時間の実践であったが、図８のような授業後
の生徒の感想からも、十分にその効果を実感すること
ができた。それほど意識せずに用いてきた円周率につ
いて、改めて考えるきっかけを得たことは、生徒たち
にとって更に学習意欲を高める結果にもつながった。
　ただ、図９からもわかるように今回の実践では、定
理の証明を１時間目で行ったことにより、定理の内容
の理解が困難であったり、理解に時間がかかったりす
227
図９　授業後の生徒の感想
図８　授業後の生徒の感想
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る生徒も多かった。
　そのような生徒も、２時間目で実際にアルキメデス
の定理を利用したことにより、その意味を理解するこ
とができていた。このことから、１時間目と２時間目
の実践を逆に行っていく方法も有効なのではないかと
考えられる。やはり、中学生にとっては、具体から抽
象へと、手順を追って進めていくほうが理解しやすい
ということが実感できた。
　しかし、今後、数学を扱っていく中では、具体では
考えられないものが数多く存在する。そういった数学
を扱う際には、抽象的な視点から考えるしかない場合
が多い。そして抽象的な考え方をしていく中で、時に
その中から一部分を取り出して具体的な例で考えなが
ら推論を組み立てていくというような考え方をするこ
ともある。そういった意味では、今回のようにアルキ
メデスの定理を抽象的な考え方で証明をし、具体的な
場面で、その定理を利用するというような授業展開
も、思考力を高めるという視点では有効であったので
はないかと考える。
　実際に、図10のような生徒の感想からも、定理を先
に証明することでもやもやしていた思考が、具体例を
通して理解されることで、より強烈に印象に残る様子
が見て取れた。
４．おわりに
　円周率についての理解を深めることは、数学をより
深く追究していくために必要なことであると考える。
内容としては、中学生にとっては、難易度の高いもの
ではあるが、扱い方次第では、十分に理解が可能であ
るということが示せたのではないかと考える。微分積
分法や級数展開など、より深い数学の世界への入り口
として、円周率の求め方に中学生の段階で改めて挑戦
することの価値を、実践を通して改めて実感すること
ができた。
　この稿が、現職の中学校、高等学校の教員の方々に
も、円周率に関する内容を扱う際に、その指導の一助
となれば幸いである。
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図10　授業後の生徒の感想
